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VII. Funkce

A) Zakladni vlastnosti funkci
§1. Funkce

Funkci fnazyvame kazdé zobrazeni z R do R, tedy fLJ Rx R; /I R’ (tedy zobrazeni
v mnoZin¢é R).

a) Je-li fUJ R x R, pak pro kazdé x ] R existuje nejvyse jedno y L R : y = f{x).
Cislo y O R se nazyva funkéni hodnotou funkce f'v bodg x.

b) Takto je definovana redlna funkce redlné proménné — my to ztotoZiujeme s pojmem
»funkce*.

Necht [ R x R je funkce:
D)={xUR:yUR:y=fx)}...defini¢ni obor funkce f
H)={yUR:UOxUOR:y=fx)}...obor hodnot funkce f

Zpusoby zadani funkce: 1) vyctem prvkl
2) tabulkou
3) ptedpisem (tzn. udame pravidlo, pomoci né¢hoz lze
jednoznacné ke kazdému x [J R pfifadit nejvyse jedno
yUR : y=£fx).
Proménnou x nazyvame nezdvisle proménnou a promeénnou y nazyvame zavisle
proménnou.

Necht v E; jsou dany 2 navzajem kolmé osy x, y s jednotkovou délkou. Pak grafem
funkce f rozumime mnoZinu vSech bodl X[x; f(x)], kde x ndlezi definicnimu oboru.

Necht' f, g jsou funkce se spolecnym defini¢nim oborem D.

Funkci k, nazveme souctem funkci f, g (zapisujeme k; = f + g), jestlize
Ux O D: ki(x) = fix) + g(x)

Funkci k, nazveme soucinem funkci f, g (zapisujeme k, = f. g), jestlize
Ux O D: kx(x) = fix) . g(x)

§2. Zakladni vlastnosti funkci

A. PARITA FUNKCI

Def.:

Pozn.:

Pozn.:

Funkce f'se nazyva sudé, resp. lich4, jestlize plati:
1) Ox O D(f) : (—x) U D(f)
2) Ux O D(f) : fi—x) = fix), resp. fl—x) = —f(x)

a) Vlastnosti sudost a lichost funkce nazyvame pojmem parita.
b) Graf sudé funkce je osové soumérny podle osy y.

Graf liché funkce je sttedové soumérny podle pocatku.
Je-li flicha funkce takova, Ze 0 [J D(f), pak plati f{0) = 0.



Necht f; g jsou funkce se spolecnym definicnim oborem D. Necht’ & = f. g. Pak plati:
1) (f—sudd L g—sudd) L (f—lichd L g—lichd) =>h - suda

2) (f—lichd L g—sudd) L (f—suda L g-lichd) =>h - lich4

[Dk.: ]

B. MONOTONNOST FUNKCE

Def.:

Def.:
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Funkce f'se nazyva prostd, pravé kdyz plati: Ux;,x; U D(f) : x; # x2 => flx)) # fix).

Necht’ fje funkce a M alespoii 2-prvkova mnoZina, M U D(f).
Rekneme, Ze funkce fje v mno%in& M:

a) rostouci : praveé kdyz Ux;,x; U M : x; <x2 => flx;) < fixz)

b) klesajici : praveé kdyz Ux;,x; U M : x5 <x2 => flx;) > fixz)
¢) neklesajici : prave kdyz Ux;,x; U M : x; < x; => flx;) < fix)
d) nerostouct : pravé kdyz Ux;x; U M : x; <x; => flx)) = fixp)

a) Je-li M = D(f), hovotime stru¢né o rostouci, resp. klesajici, neklesajici, nerostouci
funkci.

b) Neklesajici a nerostouci funkce nazyvame souhrnné monoténnimi funkcemi.
Rostouci a klesajici funkce nazyvame souhrnné ryze monoténnimi funkcemi.

Necht fje funkce. Pak plati:
Je-li fryze monoténni, pak je prosta.
[Dk.: ]

Obraceni predchozi véty ?
Necht' fje funkce, M [ D(f) je alesponn 2-prvkova mnoZina. Pak plati: Je-li fryze

monoténni v M, pak je funkce fryze monotonni v kazdé alesponi 2-prvkové
mnoziné M;, M; O M.

C. OHRANICENOST FUNKCE

Def.:

Pozn.:

Necht fje funkce, M [ D(f). Rekneme, Ze funkce fje v mnoZiné M:
a) shora omezend, pravé kdyz Ck L R: Ux U M: fix) < k
b) zdola omezend, pravé kdyZ Ck U R: Ux U M: fix) = k
c) omezend, prave kdyz je omezend zdola i shora soucasné.

a) Je-1i M = D(f), hovotime stru¢né¢ o shora omezené, resp. zdola omezené nebo
omezené funkci.
b) Definici omezené funkce lze vyslovit i takto:

funkce fje v M omezend <=> Lk U R™: Ox U M: |f(x)| < k.

c) Je-li M kone¢na mnoZina, je funkce f vZdy omezena.
d) Misto pojmu omezenost se také mluvi o ohranicenosti funkce.




D. EXTREMY FUNKCE

Def.:  Necht fje funkce, M Ul D(f), v ni 2 prvky a,b [1 M.
Rekneme, 7e funkce fma v bodé a:
a) ostré maximum na mnoziné M prave tehdy, kdyz Ux U M; x # a: fix) < fla)
b) maximum (neostré) na mnoziné€ M prave tehdy, kdyz Ux U M : fix) < fla)
Rekneme, Ze funkce fmé v bodé b:
¢) ostré minimum na mnoziné M prave tehdy, kdyz Ux U M; x # b: fix) > f(b)
d) minimum (neostré) na mnoziné M pravé tehdy, kdyz Ux L M : fix) = fib)

Pozn.: a) Je-li M = D(f), fekneme, Ze funkce f mé v bod¢ a ostré maximum resp. maximum
nebo Ze funkce f mé v bod¢€ b ostré minimum resp. minimum.
b) Maxima a minima funkce nazyvame extrémy funkce.

E. PERIODICITA FUNKCE

Def.:  Necht fje funkce. Funkce f'se nazyva periodicka, pravé kdyZz Cp O R™: Ox O D(f):
Hx D) =>x+ pUD(
2) flx) = fix = p)
Cislo p se nazyva periodou této funkce.
V opac¢ném pripadé€ se funkce nazyvé neperiodicka.

Pozn.: a) Matematickou indukci se dokaZe, Ze definici periodické funkce lze fici 1 takto:

Funkce fje periodick4 s periodou p <=> Cp O R*: Ok 0 Z: Ox O D(f):
1)x D) =>x £ kp U D()
2) flx) = fix £ kp)

b) Funkce fneni periodick4d <=> Op U R™: Cx U D(f) tak, Ze:
xUD(f)Lx+ pUD(f) nebo f(x)# f(x% p)

¢) Ma-li periodické funkce f periodu p, pak kladné Cislo kp, kde kLN, je téZ periodou
funkce f.

Def.: Necht fje periodické funkce, pak periodu p,, s vlastnosti, Ze pro kaZzdou jinou

periodu p plati: p > p,, nazyvdme nejmensi periodou funkce f (pokud existuje).

Pozn.: Dirichletova funkce H(x)=1 pro Ux 1 Q
Opro Ux UR-Q

graf

Pozn.: Necht’ x LI R je libovolné ¢islo. Pak existuje prave jedna dvojice z L Z, a U (0;1) tak,
Zex=z+a.
Cislo z nazyvame celou Casti ¢isla x a zapisujeme [x] = z.
graf




